
 
Kantonsschule Alpenquai Luzern 
 
 
Schriftliche Maturitätsprüfung 2021 
 

  

 

 
 
 
 
 
 
 
………………………………………………………… ……………… ……………… 
Name, Vorname Klasse Nummer 
 

Fach Grundlagenfach Mathematik 

Prüfende Lehrpersonen Pascal Basler pascal.basler@edulu.ch 
Philipp Spindler philipp.spindler@edulu.ch 
 

Klassen 6d, 6f, 6k 

Prüfungsdatum 25. Mai 2021 

Prüfungsdauer 3 Stunden 

Erlaubte Hilfsmittel • Formelsammlung „Formeln, Tabellen, Begriffe“, DMK 
• Taschenrechner TI-30X Pro (ohne Handbuch) 
 

Anweisungen zur Lösung 
der Prüfung 

• Es wird Wert auf eine saubere Darstellung gelegt. 
• Jede Aufgabe soll auf einem neuen Bogen begonnen wer-

den und muss einen vollständigen und nachvollziehbaren 
Lösungsweg enthalten. 

• Jeder Bogen ist mit dem Namen zu beschriften. 
• Der Einsatz der Hilfsmittel ist klar anzugeben. 
 

Anzahl erreichbarer  
Punkte 

Aufgabe 1: 11.5 
Aufgabe 2: 11 
Aufgabe 3: 8 
Aufgabe 4: 3 
Aufgabe 5: 11.5 
Total: 45 
 
Die Note 6 wird für mindestens 38 Punkte erteilt, die Note 4 
für mindestens 22 Punkte. 
 

Anzahl Seiten 
(inkl. Titelblatt) 5 



Kantonsshule Alpenquai Luzern Grundlagenfah Mathematik

Shriftlihe Maturaprüfung 2021 6d, 6f, 6k

a b  d e

Aufgabe 1: Vektorgeometrie 4.5 2 1 2 2 11.5 Punkte

M

H
B

A

Q

R
E

W

Wir betrahten einen Flughafen mit der Start- und Landebahn QR in der Ebene E sowie

den Berg mit der Spitze M . Die Untergrenze einer Wolkenshiht, die Ebene W, ist parallel

zur Ebene E . Die Einheiten des Koordinatensystems sind in Kilometern angegeben.

Gegeben sind die Punkte R(6 | 4 | 0) und M(7 | 2 | 2). Die Wolkengrenze wird durh die

Gleihung W : x− 2y + 2z − 16 = 0 beshrieben.

a) a1) Berehnen Sie die Distanz des Flugzeugs in A(− 6 | − 6 | 14) zur Bergspitze M .

a2) Das Flugzeug �iegt vom Punkt A auf einer geraden Linie zum Punkt R, um zu

landen. In welhem Punkt S durhdringt das Flugzeug die Wolkengrenze W?

a3) Unter welhem Winkel ϕ shneidet das Flugzeug die Wolkengrenze W?

b) Ein Helikopter �iegt vom Punkt H(5 | 9 | 6) in die Rihtung ~vH =





1
2
−1





. Zeigen Sie,

dass sih die Flugbahnen des Helikopters und des Flugzeugs, das von A nah R �iegt,

niht shneiden.

) Bestimmen Sie eine Koordinatengleihung der Ebene E .

d) Wie gross ist die Distanz zwishen der Wolkengrenze W und der Ebene E?

e) Flugzeuge starten im Punkt Q(2 | 2 | 0), beshleunigen in die Rihtung von R und heben

irgendwo zwishen Q und R in die Rihtung von ~vS =





3
−1
2





ab. Der Raum, den

Flugzeuge während ihres Starts durh�iegen, heisst Startraum. In diesem Raum sollten

sih während eines Flugzeugstarts keine weiteren Flugobjekte be�nden.

Zum Zeitpunkt eines Flugzeugstarts be�ndet sih ein Heissluftballon in der Position

B(6.5 | 3 | 1). Shwebt der Heissluftballon gerade im verbotenen Startraum? Begründen

Sie Ihre Antwort mit einer Rehnung.
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a b  d e f

Aufgabe 2: Stohastik 1 1.5 1 3.5 1 3 11 Punkte

Die Super League ist die höhste Spielklasse im Shweizer Fussball. Zehn Mannshaften

kämpfen um den Meistertitel. Jede Mannshaft spielt viermal gegen jeden Gegner, zweimal

vor heimishem Publikum, zweimal auswärts. Insgesamt werden somit 180 Spiele ausgetra-

gen.

a) Wir betrahten alle möglihen Ranglisten der ersten drei Plätze der zehn Mannshaften.

a1) Wie viele solher Ranglisten der ersten drei Plätze gibt es?

a2) Wie viele dieser Ranglisten enthalten den FC Luzern und den FC Basel?

1 2 3 4 5

1

2

3

4

bc

bc bc bc

bc

bc bc

bc bc

Mannshaft A

M

a

n

n

s



h

a

f

t

B

Der Spielverlauf beshreibt alle Zwishenstände eines

Spieles. Ein mögliher Spielverlauf mit Ausgang 5:4 wäre:

0:0 → 1:0 → 1:1 → 2:1 → 3:1

→ 3:2 → 3:3 → 4:3 → 4:4 → 5:4

Dieser Spielverlauf ist im Gitter abgebildet.

b) b1) Wie viele möglihe Spielverläufe mit Ausgang

5:4 gibt es?

b2) Wie viele möglihe Spielverläufe haben den

Zwishenstand 3:2 und den Ausgang 5:4?

In der aktuellen Saison stehen dem FC Luzern 22 Spieler in vier Kategorien zur Verfügung:

7 Stürmer, 8 Mittelfeldspieler, 5 Verteidiger und 2 Torhüter.

) Für ein Teambild werden alle Spieler in einer Reihe aufgestellt. Die Spieler der gleihen

Kategorie sollen nebeneinander stehen. Gibt es mehr oder weniger als 50′000′000′000
Anordnungen?

d) Der Trainer Fabio Celestini stellt ein Team aus 4 Stürmern, 2 Mittelfeldspielern,

4 Verteidigern und 1 Torhüter zusammen. Die Spieler einer Kategorie werden nah

Zufallsprinzip ausgewählt.

d1) Wie viele vershiedene Teams können auf diese Weise zusammengestellt werden?

d2) Zeigen Sie, dass sih der Mittelfeldspieler Pasal Shürpf mit Wahrsheinlihkeit

0.25 in einem solhen Team be�ndet.

d3) Wie oft sollte Fabio Celestini mindestens auf diese Weise ein Team zusammenstel-

len, damit Pasal Shürpf in mindestens einem der Teams mit einer Wahrshein-

lihkeit von mindestens 95% aufgestellt wird?
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Es gibt Sportstatistiker, die im Fussball alles verfolgen und versuhen, sogenannte Fussball-

gesetze zu entdeken. Ein solhes Gesetz für die Wahrsheinlihkeit P (n), dass in einem Spiel

genau n Tore geshossen werden, lautet:

P (n) = 0.045 · 3.1
n

n!
.

Beispiel: Die Wahrsheinlihkeit, dass in einem Spiel genau 2 Tore geshossen werden, ist

P (2) ≈ 0.216, also 21.6%.

e) Berehnen Sie mit der Formel für P (n) die Wahrsheinlihkeit, dass in einem Spiel

mindestens zwei Tore geshossen werden.

Die Wahrsheinlihkeit p, dass in einem Spiel 5 oder mehr Tore geshossen werden, ist 0.203.

Jedes Jahr spielen Mattis und Sara folgendes Spiel: Falls in mindestens 41 der 180 Super-

League-Spiele 5 oder mehr Tore pro Spiel geshossen werden, erhält Sara 30 Franken von

Mattis. Falls niht, erhält Mattis 10 Franken von Sara.

f) Bestimmen Sie, wer langfristig einen Gewinn erwarten kann.

a b  d

Aufgabe 3: Analysis I 1 3 2 2 8 Punkte

Gezeihnet ist der Graph der Funktion f(x) = −2

9
x3 + 2x .

x

y

f

lQ

P

O
A

bc

bc

bc

a) Unter welhem Shnittwinkel shneidet der Graph

von f die x-Ahse im Ursprung O(0 | 0)?

b) P auf der x-Ahse, Q auf dem Graphen von f und

der Ursprung O bilden ein rehtwinkliges Dreiek

OPQ im 1. Quadranten.

Bestimmen Sie die beiden Koordinaten des

Punktes Q so, dass das Dreiek maximalen

Fläheninhalt hat.

) Die Gerade l : x = a ist parallel zur y-Ahse. Zusammen mit dem Graphen von f und

der x-Ahse shliesst l das Flähenstük A mit dem Inhalt 0.5 ein.

Bestimmen Sie den Wert von a.

d) Die Parabel p(x) = −1

6
x2 + d berührt den Graphen von f im 1. Quadranten.

Bestimmen Sie den Wert von d.
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Aufgabe 4: Analysis II 3 Punkte

Ein Polynom 3. Grades h ist punktsymmetrish mit dem Zentrum im Ursprung O(0 | 0) und
hat den Hohpunkt H(4 | 16). Bestimmen Sie die Funktionsgleihung von h.

a b  d e

Aufgabe 5: Analysis III 1.5 1 4 2 3 11.5 Punkte

Wir betrahten die Funktion f(x) = x ·
√
9− x2

.

a) Zeigen Sie ausführlih: f ′(x) =
9− 2x2

√
9− x2

b) Untersuhen Sie, ob f eine der beiden folgenden Gleihungen erfüllt:

f(−x) = f(x) oder f(−x) = −f(x)

Shliessen Sie dann daraus auf allfällige Symmetrien des Graphen von f .

) Bestimmen Sie

• den De�nitionsbereih

• die Nullstellen

• die Extremalpunkte (ohne Überprüfung der 2. Ableitung)

von f und nutzen Sie diese Informationen dann, um den Graphen von f in einem

vollständigen Koordinatensystem zu zeihnen. Einheiten: 2 Häushen oder 1 m.

d) Zeigen Sie, dass die Funktion

F (x) = −1

3
· (9− x2)3/2

eine Stammfunktion von f ist und berehnen Sie den Gesamtinhalt der Flähe, die

vom Graphen von f und der x-Ahse umshlossen wird. Lösen Sie unter Benutzung

und Auswertung der Stammfunktion F .

e) Bestimmen Sie die Gleihung der Tangente t an den Graphen von f bei der mittleren

Nullstelle und zeihnen Sie diese Tangente ebenfalls ein.

Für 0 ≤ x ≤ 3 wird die Flähe zwishen dem Graphen von f und der Tangente t um

die x-Ahse rotiert. Bestimmen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskörpers.

Stammfunktionen müssen niht angegeben werden.



Lösungen:

Aufgabe 1:

a) a1)

∣

∣

∣

−−→
AM

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣





7− (−6)
2− (−6)
2− 14





∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣





13
8

−12





∣

∣

∣

∣

∣

∣

[0.5P℄

=
√
132 + 82 + 122 =

√
377 = 19.42 km [0.5P℄

a2) lAR : ~r =





−6
−6
14



+ t ·





12
10
−14



 ∼





−6
−6
14



 + t ·





6
5
−7





[0.5P℄

shneiden mit der Wolkengrenze W:

(−6 + 6t)− 2(−6 + 5t) + 2(14− 7t)− 16 = 0 [0.5P℄

−6 + 6t+ 12− 10t+ 28− 14t− 16 = 0

−18t+ 18 = 0

t = 1 → Shnittpunkt S(0 | − 1 | 7) [0.5P℄

a3) Rihtungsvektor ~vAR =





6
5
−7





, Normalenvektor ~nW =





1
−2
2





[0.5P℄

Zwishenwinkel: cos(β) =
~vAR · ~nN

|~vAR| · |~nN | =
6− 10− 14√

110 · 3
= − 6√

110
[1P℄

→ β ≈ 124.90◦

Winkel zwishen Flugbahn und Wolkengrenze: ϕ = β − 90◦ ≈ 34.90◦ [0.5P℄

b) Flugbahn Flugzeug: lAR : ~r =





−6
−6
14



+ t ·





6
5
−7





Flugbahn Helikopter: lH : ~r =





5
9
6



 + s ·





1
2
−1





shneiden von lAR und lH :

(1) −6 + 6t = 5 + s

(2) −6 + 5t = 9 + 2s
(3) 14− 7t = 6− s

[1P℄

Gleihungen (1) und (2) werden durh s = −5 und t = 1 gelöst. [0.5P℄

Einsetzen in (3): 14− 7 6= 6 + 5 ⇒ Flugbahnen shneiden sih niht [0.5P℄

) Ebene E parallel zur Wolkengrenze W: E : x− 2y + 2z +D = 0 [0.5P℄

R einsetzen: 6− 8 + 0 +D = 0 → D = 2 → P : x− 2y + 2z + 2 = 0 [0.5P℄

Roel.Zuidema
Rechteck

Roel.Zuidema
Rechteck



d) Lot auf W durh R: n : ~r =





6
4
0



+ t ·





1
−2
2





[0.5P℄

n ∩W : (6 + t)− 2(4− 2t) + 2(2t)− 16 = 9t− 18 = 0 → t = 2

Punkt U auf Wolkengrenze: U(8 | 0 | 4) [1P℄

Gesuhter Abstand: RU =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





2
−4
4





∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
√
22 + 42 + 42 = 6 km [0.5P℄

e) Der Startraum S ist eine Ebene mit Stützpunkt Q(2 | 2 | 0) und den Rihtungsvektoren

−→
QR =





4
2
0





und ~vS =





3
−1
2





.

Lösung mit Parametergleihung:

S : ~r =





2
2
0



+ s ·





4
2
0



 + t ·





3
−1
2





B in S?





6.5
3
1



 =





2
2
0



+ s ·





4
2
0



+ t ·





3
−1
2





[1P℄

Aus Gleihung für z-Komponente: t = 0.5

Aus Gleihung für y-Komponente: 3 = 2 + 2s− 0.5 → s = 0.75 [0.5P℄

Überprüfen mit Gleihung für x-Komponente: 6.5 = 2 + 3 + 1.5 X

B liegt im verbotenen Startraum. [0.5P℄

Lösung mit Koordinatengleihung:

S : ~r =





2
2
0



+ s ·





4
2
0



 + t ·





3
−1
2



 ∼





2
2
0



 + s ·





2
1
0



 + t ·





3
−1
2





[1P℄

Gleihungssystem:

x = 2 + 2s+ 3t
y = 2 + s− t

z = 2t
→

x = 2 + 2s+ 3t
t = z

2

s = y − 2 + t = y − 2 + z
2

x = 2 + 2(y − 2 + z
2
) + 3z

2
= 2y + 5z

2
− 2 → S : 2x− 4y − 5z + 4 = 0 [0.5P℄

B ∈ S ? 13− 12− 5 + 4 = 0 X

B liegt im verbotenen Startraum. [0.5P℄

Lösung mit Flugbahn des Flugzeugs:

Flugzeug bewegt sih auf der Flugbahn ~r =





2
2
0



 + s ·





4
2
0



+ t ·





3
−1
2





Testen, ob B auf der Flugbahn:





6.5
3
1



 =





2
2
0



 + s ·





4
2
0



+ t ·





3
−1
2





rehnerish wie erster Lösungsweg

Roel.Zuidema
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Roel.Zuidema
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Roel.Zuidema
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Aufgabe 2:

a) a1) Anzahl Ranglisten: 10 · 9 · 8 = 720 [0.5P℄

a2) Anzahl Listen: 8 · 3! = 48 [0.5P℄

b) b1) Anzahl Spielverläufe:

(

9
5

)

= 126 [0.5P℄

b2) Anzahl Spielverläufe:

(

5
2

)

·
(

4
2

)

= 60 [1P℄

) Anzahl Anordnungen: 4! · (7! · 8! · 5! · 2!) ≈ 1.17 · 1012 [0.5P℄

1.17 · 1012 ist grösser als 5 · 1010. [0.5P℄

d) d1) Anzahl Teams:

(

7
4

)

·
(

8
2

)

·
(

5
4

)

·
(

2
1

)

= 9800 [0.5P℄

d2) W'keit, Pasal Shürpf auszuwählen:





7
1









8
2





= 1

4
[1P℄

d3) n : Anzahl zusammengestellte Teams

P (Shürpf in mind. einem Team) ≥ 0.95

1− P (Shürpf in keinem Team) ≥ 0.95

1−
(

3

4

)n

≥ 0.95 [0.5P℄

(

3

4

)n

≤ 0.05

n · ln
(

3

4

)

≤ ln(0.05)

n ≥ ln(0.05)

ln
(

3

4

) ≈ 10.4 [1P℄

→ mindestens 11 Zusammenstellungen [0.5P℄

e) P (mind. 2 Tore) = 1− P (0 Tore)− P (1 Tor) = 1− 0.045 · 1

1
− 0.045 · 3.1

1
= 0.8155

[1P℄

f) Binomialverteilung mit n = 180 und p = 0.203 [0.5P℄

P (k ≤ 40) =
∑

40

k=0

(

180
k

)

· 0.203k · 0.797180−k ≈ 0.771 [0.5P℄

P (k ≥ 41) = 1− P (k ≤ 40) ≈ 1− 0.771 = 0.229 [0.5P℄

Erwartungswert für Mattis: E ≈ 0.771 · 10 + 0.229 · (−30) ≈ 0.84 [1P℄

Das Spiel lohnt sih für Mattis. [0.5P℄

Roel.Zuidema
Rechteck
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Aufgabe 3:

a) f ′(x) = −2

3
x2 + 2 f ′(0) = 2 [0.5P℄

Shnittwinkel: ϕ = arctan(2) ≈ 63.43◦ [0.5P℄

b) A(u) = 1

2
· OP · PQ = 1

2
· u · f(u) = 1

2
· u ·

(

−2

9
u3 + 2u

)

= −1

9
u4 + u2

[1P℄

A′(u) = −4

9
u3 + 2u

Optimierung: −4

9
u3 + 2u = 0 ⇔ (u1 = −3

√
2

2
), (u2 = 0), u3 =

3
√
2

2
[1P℄

A(u3) muss ein Maximum sein, da A(u2) = 0 und A(u3) > 0. [0.5P℄

Q(3
√
2

2
| 3

√
2

2
) ≈ (2.12 | 2.12) [0.5P℄

) Nullstellen von f :

f(x) = 0 ⇔ x(−2

9
x2 + 2) = 0 ⇔ x = 0 oder −2

9
x2 + 2 = 0

⇔ x = 0 oder

2

9
x2 = 2 ⇔ x = 0 oder x2 = 9 ⇔ x = 0 oder x = ±3 [0.5P℄

F =
∫

3

a
f(x) dx =

∫

3

a
(−2

9
x3 + 2x) dx =

(

− 1

18
x4 + x2

)∣

∣

3

a
[0.5P℄

= − 1

18
· 34 + 32 + 1

18
a4 − a2 = 1

18
a4 − a2 + 9

2
= 1

2
[0.5P℄

⇔ a4 − 18a2 + 72 = 0

Die Lösung a mit 0 < a < 3 ist a =
√
6 ≈ 2.45 [0.5P℄

d) Berührpunkt sei B(u | v). Er ist auh Shnittpunkt.

p′(u) = f ′(u) ⇔ −1

3
u = −2

3
u2 + 2 ⇔ 2

3
u2 − 1

3
u− 2 = 0 [0.5P℄

⇔ (u1 = −3

2
), u2 = 2 [0.5P℄

p(u) = f(u) ⇔ −1

6
u2 + d = −2

9
u3 + 2u ⇔ d = −2

9
u3 + 1

6
u2 + 2u [0.5P℄

mit u = 2: d = 26

9
[0.5P℄

Aufgabe 4:

Da h punktsymmetrish bzgl. (0 | 0): h(x) = ax3 + cx [1P℄

h(4) = 64a+ 4c = 16 [0.5P℄

h′(4) = 48a+ c = 0 [1P℄

GS lösen: a = −1

8
, c = 6 → h(x) = −1

8
x3 + 6x [0.5P℄

Roel.Zuidema
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Aufgabe 5:

a) Unter Verwendung von Produkt- und Kettenregel:

f ′(x) = (x)′ ·
√
9− x2 + x ·

(√
9− x2

)′

= 1 ·
√
9− x2 + x · 1

2
· 1√

9− x2
·
(

9− x2
)′

[0.5P℄

=
√
9− x2 + x · 1

2
· 1√

9− x2
· (−2x)

=
√
9− x2 − x2

√
9− x2

[0.5P℄

=
9− x2

√
9− x2

− x2

√
9− x2

=
9− 2x2

√
9− x2

[0.5P℄

b) f(−x) = (−x) ·
√
9− x2 = −x ·

√
9− x2 = −f(x)

[0.5P℄

→ punktsymmetrish zum Ursprung [0.5P℄

) D = [−3, 3] [0.5P℄

Nullstellen: −3, 0 und 3 [0.5P℄

f ′(x) =
9− 2x2

√
9− x2

= 0 ⇒ 9− 2x2 = 0 [0.5P℄

⇒ xE = ±
√

9

2
= ± 3√

2
=

3
√
2

2
≈ ±2.121 [0.5P℄

f(xE) = ± 3√
2
·
√

9− 9

2
= ± 3√

2
· 3√

2
= ±9

2

Extremalpunkte: H(2.121 | 4.5), T (−2.121 | − 4.5)
[0.5P℄

Graph: rehts [1.5P℄

d) F ′(x) = −1

3
· 3

2
· (9− x2)1/2 · (−2x)

= x · (9− x2)1/2 = f(x) [1P℄

Symmetrie von f kann ausgenutzt werden:

A = 2 ·
∫

3

0
f(x) dx = 2 · (F (3)− F (0))

= 2

3
· 93/2 = 18 [1P℄

Roel.Zuidema
Rechteck
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e) f ′(0) =
9√
9
=

9

3
= 3 [0.5P℄

Tangente t: y − f(0) = 3 · (x− 0) ⇒ y = 3x [0.5P℄

V
aussen

= π

∫

3

0

(t(x))2 dx = π

∫

3

0

(3x)2 dx = 9π

∫

3

0

x2 dx = 9π · 1
3
x3

∣

∣

∣

∣

3

0

= 81π [0.5P℄

V
innen

= π

∫

3

0

(f(x))2 dx = π

∫

3

0

x2 · (9− x2) dx = π

∫

3

0

(9x2 − x4) dx

= π

(

9 · 1
3
x3 − 1

5
x5

)∣

∣

∣

∣

3

0

= π

(

81− 243

5

)

=
162

5
π [1P℄

V = V
aussen

− V
innen

=
(

81− 162

5

)

π = 243

5
π ≈ 152.68 [0.5P℄

Roel.Zuidema
Rechteck
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