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a b c d e f Punkte
Aufgabe 1 - Vektorgeometrie 15 2 15 15 2 2 10.5

Gegeben sind die Punkte A(1/1/1), B(3/3/1) und C(0/4/5), welche eine Ebene E festlegen.
a) Bestimmen Sie eine Parametergleichung der Ebene E.

b)  Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E.

c) Bestimmen Sie den Winkel a zwischen der Ebene E und der xy-Ebene.

d) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.

e) Berechnen Sie den Flacheninhalt A des Dreiecks ABC.

f) Der Punkt S(6/-2/8) ist die Spitze einer Pyramide mit der Grundflache ABC. Berechnen

Sie das Volumen V dieser Pyramide.
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an az b c d Punkte
Aufgabe 2 — Analysis 1 55 15 15 2 11.5
X" +x+2
Gegeben ist die Funktion: f(x)= -
X
mit den Ableitungen: f'(x)= _x3_4 f(x)= 2xt12 und  f"(x) =_6x—5_48 :
X X X
-x—4

a1) Zeigen Sie rechnerisch, dass f'(x)= die erste Ableitung von f(x) ist.

X3
az) Diskutieren Sie die Funktion f(x), d.h. geben Sie den Definitionsbereich an, bestim-

men Sie die Nullstellen, Hoch- und Tief-, sowie Wendepunkte und auch die Asympto-

ten. Zeichnen Sie mit den erhaltenen Daten den Graphen der Funktion.

—x* +x~1n(x)—2

X

b)  Zeigen Sie rechnerisch, dass F (x)= fir xe R" eine Stammfunk-

tion von f(x) ist und berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von der

x -Achse, dem Graphen von f(x) und der Geraden x =1 eingeschlossen wird.

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente, die den Graphen von f(x) bei der positi-

ven Nullstelle berthrt.

d)  Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel p(x), die die gleichen Nullstellen wie f(x)

hat. Zudem schneiden sich die Graphen von f(x) und p(x) in der positiven Null-

stelle in einem rechten Winkel.
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ar az b c d e Punkte
Aufgabe 3 — Analysis 35 05 1 1 4 25 12.5
o . 1, 4, 4
Gegeben sei die Funktionenschar: f, (x)=—x'-—=x*+—x, (a>0).
a a a

ai) Bestimmen Sie die Gleichung des Polynoms dritten Grades, das die x -Achse an der

Stelle x =2 berlhrt und im Ursprung diese mit einer Steigung von 4 schneidet.

a;) Zeigen Sie, dass es sich bei der gefundenen Funktion um eine Funktion aus der Schar

£, (x) handelt. Welchen Wert hat a ?

Seinun a=1, d.h.: wir betrachten f; (x)=x’—4x* +4x.

b)  Skizzieren Sie den qualitativ richtigen Verlauf der Funktion mit Hilfe der Nullstellen.

(Extrema und Wendepunkte missen nicht bestimmt werden!)

c) Die Flache F wird vom Graphen der Funktion f, (x) und der x -Achse eingeschlossen.

Berechnen Sie den Inhalt der Flache F.

d) Das Dreieck ORS liegt in der Flache F, mit den Punkten R(u/0), S(u/f1 (u)) und

0(0/0). Bestimmen Sie den Punkt S so, dass der Flacheninhalt des Dreiecks maximal

ist und geben Sie auch den maximalen Flacheninhalt des Dreiecks an.

Wir betrachten nun die allgemeine Funktion: f; (x)= 1o —i3x2 +i2x, (a>0).

e1) Zeigen Sie, dass x; =0 und x, =2a die Nullstellen von f,(x) sind.

e2) Zeigen Sie, dass der Inhalt der Flache, die die Funktion mit der x -Achse im

1. Quadranten einschliesst, immer gleich gross ist, unabhangig von der Wahl von a .
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a b c d e f g Punkte
Aufgabe 4 — Stochastik 05 1 25 1 1 2 25 10.5

In einer Zuckerfabrik wird der Zucker in Packungen zu 100 g, 2509, 5009, 1kg und 2,5kg ab-

gefullt. Nun soll das Sortiment in verschiedenen Schaukasten ausgestellt werden.

a) Im ersten Schaukasten soll vom kompletten Sortiment je eine Packung ausgestellt wer-
den. Diese sollen in einer Reihe nebeneinanderstehen. Auf wie viele verschiedene Ar-

ten ist das moglich?

b) Da der zweite Schaukasten kleiner ist, kdnnen dort nur 3 Packungen ausgestellt wer-
den. Es sollen 3 verschiedene Packungen aus dem Sortiment in einer Reihe im Schau-

kasten nebeneinanderstehen. Auf wie viele verschiedene Arten ist das moglich?

c) Der dritte Schaukasten ist der grosste. Es sollen darin eine 2,5kg-Packung und je zwei

gleiche Packungen der Gbrigen Grossen nebeneinandergestellt werden.

i) Auf wie viele Arten ist das mdglich?
i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht die 2,5kg-Packung unmittelbar zwischen

den beiden 1kg-Packungen, wenn die Anordnung zufallig erfolgt?

Beim Verpacken der Packungen wird in jede zehnte Packung ein Gutschein gelegt und

durch den Transport und die Verteilung werden die Packungen zufallig gemischt.

d) Sabine und Rolf kaufen 20 1kg-Packungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben sie

mindestens einen Gutschein?

e) Sabine und Rolf kaufen nun 100 1kg-Packungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhal-

ten sie mindestens drei Gutscheine?

f) Wie viele 1kg-Packungen mussten die beiden mindestens kaufen, damit sie mindes-

tens einen Gutschein mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% erhalten?
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Sabine und Rolf haben einen Gutschein erhalten und je eine Schachtel Pralinen gewonnen.
Sabine schlagt vor, ein Spiel zu spielen. Sie zeichnet auf ein Blatt 6 Felder und beschriftet
sie mit den Zahlen 1 bis 6. Rolf soll nun ein Feld auswahlen, auf das er eine Praline legt.

Dann soll er 3 Wirfel werfen.

- Erscheint die Zahl des gewahlten Feldes nicht, so erhalt Sabine Rolfs Praline.

- Erscheint die Zahl des gewahlten Feldes einmal, so erhalt er seine Praline zurlick
und ausserdem zusatzlich eine Praline von Sabine.

- Erscheint die Zahl des gewahlten Feldes zweimal, so erhalt er seine Praline zurtick
und ausserdem zusatzlich zwei Pralinen von Sabine.

- Erscheint die Zahl des gewahlten Feldes dreimal, so erhalt er seine Praline zurtick

und ausserdem zusatzlich drei Pralinen von Sabine.

g) Wie hoch ist der durchschnittliche Gewinn oder Verlust von Rolf bei dem Spiel, wenn

man von einem unbegrenzten Vorrat an Pralinen ausgeht?
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a b c d e f Punkte
Aufgabe 1 - Vektorgeometrie 15 2 15 15 2 2 10.5

Gegeben sind die Punkte A(1/1/1), B(3/3/1) und C(0/4/5), welche eine Ebene E festlegen.

a) Bestimmen Sie eine Parametergleichung der Ebene E.
1 2 -1 1 1 -1
E: ;:E+s-ﬁ+t-A—C: U+s| 2|+ 3 | = r=|1|+s:[1]+2:] 3
1 0 4 1 0 4

b) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E.

Ansatz E: ax +by+cz=12
Punkte A, B und C einsetzen:

A(l/1/1)eE = Ja + b + ¢ = 12
A(3/3/1)eE = Ba + 3b + ¢ = 12 & a=12, b=-12, c=12
A(0/4/5)eE = 4b + 5¢ = 12
E: x—y+z=1

Alternativen:

o Elimination der Parameter in a) oder

1
o Normalenvektor E: —1 | mit Skalar- oder Vektorprodukt und

1
A(l/l/l) in x—y+z=d = d=1 = E: x—y+z=1

c) Bestimmen Sie den Winkel a zwischen der Ebene E und der xy-Ebene.
0 1 0
a=<|n,|0||=<x||-1],]0
1 1 1
1 0
-11-10
: : ! 54.74°
o = arccos| |—=—==| | = arccos| |—=| | = 54.
NN Jl) ==
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d) [1.5]Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.

2 -3 -1
‘HB‘= 2 [|=+8, ﬁ:\: 1 ||=+26, E\: 3 ||=+26
0 4 4

Das Dreieck ist gleichschenklig (Schenkellange = \/%) und hat die Basis AB.

e) [2]|Berechnen Sie den Flicheninhalt A des Dreiecks ABC.

A(1/1/1), B(3/3/1) und C(0/4/5)

Der Mittelpunkt der Basis AB ist M (2/2/1).
Da das Dreieck gleichschenklig ist, gilt fir die Lange der Hohe auf AB:

2
h=|CM|=|| -2 ||=v24 =26 [~4.90]
-4

Der Flacheninhalt A des Dreiecks betragt also:

A= %\KB\-h -1 V826 =/48 =413 [~ 6.93]

2

f) Der Punkt S(6/-2/8) ist die Spitze einer Pyramide mit der Grundfldche ABC. Berech-

nen Sie das Volumen V dieser Pyramide.

Wir bestimmen die Pyramidenhohe h als Abstand von S(6/-2/8) zur Ebene £+ X~y +z=1
6 1
Gleichung der Normalen n zu E durch S: n: r=| =2 |+t| -1
8 1
nNE= {N} :
(6+t)—(—2—t)+(8+t)=1 < t=-5, also N(1/3/3) und somit
5
h= [NS|=|| -5 ||=v/75=5+/3 [~ 8.66]
5
1 1
V=§Ah=§-4\/§.5\/§=2=0
Alternativ mit Spatprodukt
1 (RIIEIEI 40+24
V:—|(E,R’,Z9)|=— 20x| 3 [l =3||l=2]]-81.| =3 :uzzo
6 6 6 6
0 4 7 8 7
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ai az b c d Punkte
Aufgabe 2 — Analysis 1 55 15 15 2 11.5
—x’+x+2
Gegeben ist die Funktion: f(x)=————
x
mit den Ableitungen: fl(x)= - 4 f(x)= 2“;12 und f"(x)= —6x—5—48 :
x x x

a;) Zeigen Sie rechnerisch, dass f ’(x) = die erste Ableitung von f (x) ist.

3

X
X" +x+2
y= ()=
f,(x)_(—2x+1)-x2—(—x2+x+2)‘2x__2x3+x2+2x3_2x2_4x
= - = -
X X
—x’—4x -x-4
Y X
—x* 4+ x+2 1 2 , 1 4 —x-4
oder: f(x):T=—1+;+? = f(x):—?—;: =

a;) Diskutieren Sie die Funktion f (x), d.h. geben Sie den Definitionsbereich an, bestim-

men Sie die Nullstellen, Hoch- und Tief-, sowie Wendepunkte und auch die Asympto-

ten. Zeichnen Sie mit den erhaltenen Daten den Graphen der Funktion.

Definitionsbereich: D =R\ {0}

—x —(x-2)(x+1
Nullstellen: f(x)= X +2x+2= (x Z(x"' )
X X

=0 = x=-loder x=2

N,(-1/0), N,(2/0)

Extrema: f’(x):_x3_4:0 < x=-4
x

r(4)=L>0 = T(—4/—§j

C2x+12

4
X

0 < x=-6

Wendepunkte: /" (x)

ee=B .0 o W(—é/‘T”’j

Asymptoten: vertikal: x =0, horizontal: y =—1:
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Graph:

—x? +x-ln(x)—2

b)  Zeigen Sie rechnerisch, dass F(x)= fiir x e R eine Stammfunktion

X

von f (x) ist und berechnen Sie den Flacheninhalt, die von der x-Achse, dem Graphen

von f(x) und der Geraden x =1 eingeschlossen wird.

—x2+x-ln(x)—2 2
F = = — 1 —_——
(x) . X+ n(x) .
2
X X X
—x*+x+2 2 ?
A=[—=——=dr=| —x+In(x)-=| ==2+In(2)-1-(-1+In(1)-2)=In(2)
] X X

c¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten, die den Graphen von f (x) an der positi-

ven Nullstelle beriihrt.

Steigung des Graphen an der positiven Nullstelle: f'(2)= —%

Tangente an der Nullstelle: N, (2|O) Lty = ——-(x—(2))+(0) =T x4Z



Roel.Zuidema
Rechteck

Roel.Zuidema
Rechteck

Roel.Zuidema
Rechteck

Roel.Zuidema
Rechteck


Kantonsschule Alpenquai Luzern Lésungen - Schriftliche Maturitatspriifung 2021

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel p(x), die die gleichen Nullstellen wie [ (x)

hat. Zudem schneiden sich die Graphen von f(x) und p(x) in der positiven Nullstelle
in einem rechten Winkel.
Ansatz:  p(x)=a-(x-2)-(x+1)=ax’—ax—2a

p'(x)=2ax-a

‘ff2)gpf2)::1£%ltﬂ)(2a(2)—a):—4

23
35421
4
4
a=—
9
4 4 , 4 8
x)=—+(x-2)(x+1)==x"——x——
p()= (-2 (el =t -2
Alternativ
Ansatz : p(x) =ax’ +bx+c
Gleichungssystem :
NS x,=-1 = a-b+c=0 a—-b+c=0 A 4 g
NS x,=2 = |4a+2b+c=0| < |4a+2b+c=0| = a:§,b:—§,c:—§
"(2)-p'(2)=-1 4
f( )p( ) = (—Ejﬁa:—l a:§
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a1 az b c d e Punkte
Aufgabe 3 — Analysis 35 05 1 1 4 25 12.5
- . 1 5 4,
Gegeben sei die Funktionenschar: f,(x)=—x'-—x"+—x, (a>0).
a a a

a;) Bestimmen Sie die Gleichung des Polynoms dritten Grades, das die x -Achse an der

Stelle x =2 beriihrt und im Ursprung diese mit einer Steigung von 4 schneidet.

Ansatz: p(x)=ax’ +bx’ +cex+d
p'(x) =3ax’ +2bx +c
Graph im Ursprung
mit der Steigung 4 p(0)=d=0
P'(0)=c=4
Polynom beruhrt
die x-Achse in x=2: p(2)= 8a+4b+8=0 I

p'(2)=12a+4b+4=0 1II

II-1:4a-4=0 =a=1

aini: b=-4
= p(x):x3—4x2+4x

a;) Zeigen Sie, dass es sich bei der gefundenen Funktion um eine Funktion aus der Schar

f,(x) handelt. Welchen Wert hat a ?

p()c):)c3—4x2 +4x =
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Sei nun a =1, d.h.: wir betrachten f,(x)=x’—4x’ +4x.

b)  Skizzieren Sie den qualitativ richtigen Verlauf der Funktion mit Hilfe der Nulistellen.

(Extrema und Wendepunkte miissen nicht bestimmt werden!)

Nullstellen: f;(x)=x"—4x* +4x=x-(x-2)"=0 < x=0 oder x=2

]

c) Die Fldche F wird vom Graphen der Funktion f, (x) und der x -Achse eingeschlossen.

Berechnen Sie den Inhalt der Flache F.

Flache: A(F):jx-(x—2)2dx:_2[(x3—4x2+4x)dx: x_4_4_x3+2x2 2:i
' . 4 3 3

0
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d) Das Dreieck ORS liegt in der Fliche F, mit den Punkten R(u/0), S (u/ fi (u)) und

y

0(0/0). Bestimmen Sie den Punkt S so, dass der Flichenin-

halt des Dreiecks maximal ist und geben Sie auch den maxi-

malen Flacheninhalt des Dreiecks an.

-u-(u3 —41/12+4u):%u4—2143+2u2

N | —

Zu maximieren: A(u):%-wfl(u):

Bestimme Extrema:  A'(u)=2u’—6u’ +4u=0
2u(u” ~3u+2)=0
2u(u—1)(u—2)=0
u=0oder u=1oder u=2
Einziger Kandidat: u=1:  A"(u)=6u"-12u+4
A"(1)=6(1) -12(1)+4=-2<0
Maximum an der Stelle u =1.

1

A =2 (1)* =201 +2(1) :%

Fiir S(1/1)
wird der Flacheninhalt maximal, A = 1
: . . . 1, 4, 4
Wir betrachten nun die allgemeine Funktion: f, (x)=—x'-—x"+—x, (a>0).
a a a

e1) Zeigen Sie, dass x, =0 und x, =2a die Nullstellen von f, (x) sind.

fa(o)=i403—i302+120=0 fa(2a)=i4(2a)3—i3(2a)2+122a=
a a a a a a
84 16a° 8a 8 16 8
=g 5 tm=———+—=0
a a a a a a

e2) Zeigen Sie, dass der Inhalt der Flache, die die Funktion mit der x -Achse im

1. Quadranten einschliesst, immer gleich gross ist, unabhéngig von der Wahl von a.

2a

2a 4 3
A= J(Lf —i3x2 +i2x]dx :L‘[%— 4? +2a2x2}

0

10
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a b c d e f g Punkte
Aufgabe 4 — Stochastik 05 1 25 1 1 2 25 10.5

In einer Zuckerfabrik wird der Zucker in Packungen zu 100 g, 250g, 500g, 1kg und 2,5kg ab-

gefiillt. Nun soll das Sortiment in verschiedenen Schaukésten ausgestellt werden

a) Im ersten Schaukasten soll vom kompletten Sortiment je eine Packung ausgestellt
werden. Diese sollen in einer Reihe nebeneinanderstehen. Auf wie viele verschiedene

Arten ist das méglich?

5 verschiedene Packungen

P, (5)=5!=120

b) Da der zweite Schaukasten kleiner ist, kbnnen dort nur 3 Packungen ausgestellt wer-
den. Es sollen 3 verschiedene Packungen aus dem Sortiment in einer Reihe im Schau-

kasten nebeneinanderstehen. Auf wie viele verschiedene Arten ist das méglich?

3 aus 5 Packungen auswahlen und diese dann nebeneinander anordnen

5
(3)3! =10-6= Q Oder nacheinander die Stellen besetzen: 5-4-3= i)

c) Der dritte Schaukasten ist der grésste. Es sollen darin eine 2,5kg-Packung und je zwei

gleiche Packungen der iibrigen Gré6ssen nebeneinandergestellt werden.
i) Auf wie viele Arten ist das moéglich?

5 verschiedene Packungen, 4 davonje2mal — 9 Platze

|
P, = ~22680
21212121 =

i)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht die 2,5kg-Packung unmittelbar zwischen

den beiden 1kg-Packungen, wenn die Anordnung zufallig erfolgt?

Ereignis A4 : Die 2,5 kg Packung steht unmittelbar zwischen den beiden 1 kg Packun-

gen Elemente, die angeordnet werden:

Block [tke [25k [%e | 2 mal 100 g, 2 mal 250 gund 2 mal 500g — 7 Platze

!
A= By == =630
212120 =
| Q|=22680
P(A) = I4]_ 630 =0,028=2,8% (Laplace)

Q| 22680

11
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Beim Verpacken der Packungen wird in jede zehnte Packung ein Gutschein gelegt und

durch den Transport und die Verteilung werden die Packungen zuféllig gemischt.

d)

Sabine und Rolf kaufen 20 1kg-Packungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben sie

mindestens einen Gutschein?

X ist Anzahl der erhaltenen Gutscheine

20
P(X>1) :l—P(X:O):I—( . ]-0,10 10,97 = 0,8784 = 87,84%

Sabine und Rolf kaufen nun 100 1kg-Packungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhal-
ten sie mindestens drei Gutscheine?

P(X >3)=1-P(X <2)=1-F"(2)=1-0,0019=0,9981=99,81%

Wie viele 1kg-Packungen miissten die beiden mindestens kaufen, damit sie mindes-

tens einen Gutschein mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% erhalten?
P(X >1)>95%

1-P(X =0)>0,95
0,05> P(X =0)

0,052(8)-0,10-0,9"

0,05>0,9"

n>log,,(0,05)

n>28,4

Die beiden missen mindestens 29 Packungen kaufen.
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Sabine und Rolf haben einen Gutschein erhalten und je eine Schachtel Pralinen gewonnen.

g)

Sabine schlagt vor, ein Spiel zu spielen. Sie zeichnet auf ein Blatt 6 Felder und be-

schriftet sie mit den Zahlen 1 bis 6. Rolf soll nun ein Feld auswéhlen, auf das er eine

Praline legt. Dann soll er 3 Wiirfel werfen.

Erscheint die Zahl des gewiéhlten Feldes nicht, so erhélt Sabine Rolfs Praline.
Erscheint die Zahl des gewéhlten Feldes einmal, so erhalt er seine Praline zuriick
und ausserdem zusétzlich eine Praline von Sabine.

Erscheint die Zahl des gewéhlten Feldes zweimal, so erhélt er seine Praline zuriick
und ausserdem zusétzlich zwei Pralinen von Sabine.

Erscheint die Zahl des gewdéhlten Feldes dreimal, so erhilt er seine Praline zuriick

und ausserdem zusétzlich drei Pralinen von Sabine.

Wie hoch ist der durchschnittliche Gewinn oder Verlust von Rolf bei dem Spiel, wenn

man von einem unbegrenzten Vorrat an Pralinen ausgeht?

Gewinnspiel
X ist die Anzahl der gewonnenen Pralinen von Rolf

Wahrscheinlichkeitsverteilung:

X, -1 1 2 3
sy | B0 5,0 1y
P(szl.) B'1(O)= - 6 6 B'1(3)= -
. 6 1 1 5 2 1 2 5 1 s 6
_ 0,578 _ 3.(_j (_] _ 3.(_j (_j ~ 0,005
6 6 6 6
=0,347 =0,070

E(X)=(-1)-0,578+1-0,347+2-0,070+3-0,005 =-0,076
(7.87% ohne Rundung)
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